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Introduccién

La siguiente es una guia de ejercicios matematicos orientados a la resolucion de sucesiones, series, series de
potencia considerando los polinomios de Taylor y en su mayoria a resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales. La misma cuenta con 25 ejercicios (enunciados con sub-ejercicios)
completamente resueltos paso a paso y otros pocos ejercicios propuesto a modo de tarea. Este material no
pretende ser tedrico en cuanto a los temas a tratar ni es recomendado considerarlo un sustituto para las clases
presenciales o la teoria expuesta en bibliografia relacionada, se recomienda utilizarlo como un material de apoyo
didéctico para reforzar conocimiento. Para hacer énfasis en ciertos temas considerados de mayor importancia
se agregaron breves notas tedricas en las sub-secciones de la guia (pueden encontrarse también dentro de los
ejercicios), contando con restimenes, notas, y explicaciones que pudieran ser de ayuda.

En su mayoria el material disponible fue recopilado de los textos : Problemas y ejercicios de andlisis matemdticos
revisados por el profesor B. Demidovich, Ecuaciones Diferenciales y Problemas con Valores en la Frontera Boyce
Diprima, evaluaciones parciales aplicadas en la Universidad Simén Bolivar y material ocasional considerado
pertinente.

Para la edicién se utilizé el programa Tex Maker como editor de texto y el compilador IXTEX , en la resolucién
de cuentas fue de ayuda el programa de cdlculo PTC MathCad prime y Matlab, este tltimo también fue de
ayuda para disenar las graficas incluidas. La referencia a estos tres ultimos programas no es en vano, a lo
largo de la carrera de ingenieria los célculos a realizar son altamente complicados, extensos y no lineales; para
enfrentar estos inconvenientes es recomendado desde este momento instruirse en el aprendizaje de herramientas
computacionales de calculo, a fin de cuentas en la préctica real de nuestros conocimientos se nos pedira tener
diferentes ejercicios matemaéticos resueltos al instante para proceder a su interpretacién, el tiempo invertido en
las ”cuentas” no se nos permitira ser mucho si queremos ser eficientes. No estd de menos mencionar que un
editor de textos cientificos, rdpido y versatil serd siempre de utilidad al momento de presentar un trabajo, por
esto (y ademés de ser gratuito) también es recomendado IATEX como primera opcién.
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1. Sucesiones
Ejercicio 1.1:
Estudiar la convergencia de las siguientes sucesiones.

n

a) an = (V2 +20-n)" b)an:<3”_2>”l ) an=n(¥0-1)

5—3n
Solucion:

a)

Se desea estudiar la convergencia probando directamente si existe lim a,. Dada la dificultad que esto representa
n—oo

se pasa a estudiar una funcién cuyo dominio sea el rango de a, y se espera que en el infinito tal f(a,) tenga
limite, si esto es asi, con f~!(a,) seré posible regresar al valor que arrojaria a,. La funcién que tomaremos en
este caso serd la del logaritmo neperiano, ya que sera de utilidad.

lim (\/n2—|—2n—n>n = Jin;oanx/n?—}—Zn—n)n}

n—oo

Recuerde que dada la continuidad de la funcion logaritmo natural, es posible encontrar el limite de su argumento
cuando haga falta.

lim In [(\/n2+2n—n>n} = nlingonln (\/M—n) —

n—o0

In (M—n)

1
lim nln (\/n2—|—2n—n> . 1/n = lim

n—oo

Es claro que lim % =0, pero... ;Y el numerador?
n—oo

242
tim I (V2 20— n) =1 (lim Vo220 -n) o (m_n).m:
n—o0 n— o0 n—o0 \/m—FTL

2 2
n®+2n—n 2n 1/n 2 ———
n—soo\/n2 4+ 2n+n n=o\/nZ+2n+n 1/n nooo /142/n+1 n—00

ln(\/ n2+2n—n)

Asi lim T/n

n—oo

_0
=0
Ahora si consideramos una funcién f(x) cuyo comportamiento continuo de su variable continua x se parezca al

comportamiento discreto de la variable n, entonces con esa funcién sera posible estudiar el comportamiento en
el infinito de f(n), méds ain podremos aplicar Lopital para resolver el limite que nos queda pendiente.

In (\/x2+2:c—a:> —<x2—x\/x2+2x+x) lim —(xQ—J:\/:U?—i——Qx+x> ~1/2
lim = lim === =

T—00 1/x T—00 r—Vri+2x+2 N lim 2 — Va2 + 2z + 2 1

T—00




Los dos ultimos limites se pueden calcular usando la multiplicacién por conjugado. Entonces

lim In [(m_ nﬂ _ 1

n—o0

Pero regresando al dominio de a,, y tomando la funcién inversa del In(n) tenemos el resultado.

lim a, = e /2
n—o0

b)

Teniendo en cuenta la continuidad de la funcién exponencial

<3n—2>n1;“;o& o 02 1n L 3-2/n

lim a, = lim

) m : = lim =1, lim
n—00 n—oo \ 5 — 3n n—oo H — 3n l/n n—oo Hn — 3 n—oon + 1

, Y S
nh_)rgoan—( 1) 1

Método 1:
1/n _
l{m n(\"/§—1> — lim n(\"/§—1)-1/—": i =10
ooV 1 9YEIm(9)(1/2?) L, .
o g S T T a9 ) = In9) = 2l
Método 2:
1fm n(%—l) LA ™ 1(9’6—1) LN
A | z
i =L i 2O oy
x—0 xX x—0
Respuesta:

Los limites de las tres sucesiones existen, por lo tanto las mismas convergen a estos

a) lim a, =e /2
n—oo

b) lim a, = —1

n—oo

¢) lim a, =2In(3)

n—oo




Ejercicio 1.2:

Estudiar la convergencia de la siguientes sucesiones
15 5 5
a) Gpy1 = 7 Tan, ar=3; b) any1=V4+ai,a1=1,V n>1;

Ga= (1-0) (1= 1) (1) e

Respuesta:

a)

Si logramos estudiar la monotonia de la sucesién y luego ver si estd acotada, serd posible determinar si la misma
converge o no.

sicrece Gp41 > an = Gpyl —ap >0

si decrece Gniq < Gn = Gpt1 —ap <0

Estudiemos entonces el signo del término a,+1 — a,.

Debe ser posible ver que si apy1 = \/1745 +a, = ap,= \/% + an_1. Esto se hace para tener expresiones lo

mas comodas posibles para estudiar la monotonia

an+1—an:\/T+an—\/f+an_1=<f—\/l;)-ﬁj£:\/aQZ\/BQ , c>0 =

_ OGp —ap-—1
Up+1 — n = c

Debemos estudiar entonces el signo del numerador, para esto es la condiciéon a; = 3, usando a,41 y su expresion
encontraremos ag = G, y 41 = Qp—1.

1 n — YUn— B 2
5+3:3‘2/3 L O _Gema V3, <\/§—>:;’(\/§—2)<0

@2 = 4 c c 2

Si no se esta satisfecho se pueden calcular més términos, pero ya es visible que la funcién decrece an41 — an <

0 = apt1 < ay. Observando que any1 = \/14—5 + a, > 0, entonces es facil decir que la sucesién no arrojara
términos negativos, asi a, > 0 y cero es una cota inferior para a,, entonces la sucesién converge. Es posible
calcular su limite (estrictamente hablando, no es su limite definitivo, pero se puede decir que seria su mejor
candidato a limite).

1 1
lim a, = lim ap+1 =1L ; liman+1zlim\/—5+L = L:\/—5+L =
n—00 n—00 n—00 n—00 4 4

15 L=5/2
2— —_——_—
L*—L 1 0 = L—=-3/2



Se toma L = 5/2 por ser positivo.
b)

Se seguiré el razonamiento anterior
/ : / 3
an——34+a2 1 an+1—an——\“/4+a%—34+ai1——\3’f—\/5

Recordar que (a — b)(a? + ab + b%) = a® — b3

et — = Y — 9. f—l—f\[—l—\f \f \f3 a—b:4+a%—4—a271
Y+ Yo+ Vi + Yalb+ I8 c ¢

La pregunta ahora es si el numerador es positivo o negativo, para esto utilizamos que a; =1,V n >1 |
digamos n = 2

=—1453>0 = apnp1>an

an an—1

—m—%} L g

ap—1=a; =1

La sucesion es creciente, si asumimos que existe su limite, entonces

lim a, = hm anp1 =L = lm anp = vV4+L2 =
n—oo

n—oo
=V4+1?2 = [P-12-4=0 = (L-2)(L*+L+2)=0

Entonces elmejor candidato para un limite en esta sucesion serfa L = 2 dado que es la tUnica raiz del polinomio
positiva y real. Entonces para este estudio a,, converge.

c)

Lo primero es tener en cuenta que la expresién algebraica dada no es una forma cerrada de a,, es una repre-
sentacién de la misma mediante productos, y es con esto con lo que debemos trabajar. Véase que a, # 0y
que a, > 0, entonces es posible hacer lo siguiente para estudiar la monotonia, que como ya vimos es lo que
deberiamos buscar primero en ejercicios como estos.

Supongamos que la serie decrece ap+1 < ap, = a"“

= (-8 ()

Entonces es posible hacer el siguiente calculo

<1, {Cémo es ant+1?

n?(n + 2)
(n—1)(n+1)?

n+1 (1-1/9)(1—1/16)---(1 —1/(n+1)?) B 1 1_m
T

4
an  (1—1/0)(1-1/9)1—1/16)---(1—1/n2) 1—1/4 1— 3

El menor valor que puede tomar n es 2,sin=2 = 3- % = % ~0,7901 <1



La serie no es alternada por lo que no se pueden esperar oscilaciones de valor de ag“
n

como polinomio es mayor que el numerador, asi si n aumenta la fraccion disminuye, entonces la sucesién es
decreciente, mas aun, la misma nunca arrojara valores negativos, entonces podemos decir que cero es una cota
inferior de a,,. a, decrece y esta acotada inferiormente, entonces la sucesion converge. Intentemos calcular su

, ademaés el denominador

limite.

Lo primero es buscar una expresién cerrada con la que podamos trabajar. La idea es darse cuenta de que los
términos multiplicados son un binomio cuadrado que puede modificarse a conveniencia.

= (G000 ()
(00D (D () () (

3 Wl
=] w
/

3
S|
—
S~
N o
SV
| o
7N
3
S|+
—
S~

Respuesta:

Las tres sucesiones convergen, los siguientes limites son los mejores candidatos para su convergencia



2. Series

2.1. Resumen de los criterios de convergencia-divergencia

o0 o0
Sean las series s1, = Y. an ¥ Son = Y by
n=1 n=1

1.) Calcule lim a,. Si lim a, # 0 entonces la serie diverge, si 1im a, = 0 no se puede concluir nada.
n—oo n—oo n—oo

2.) Sea a, # 0

2.1) Si lim

=1 < 1, la serie converge absolutamente.
n—oo

an+41
an

2.2) Si lim {/|a,| = L < 1, la serie converge absolutamente.
n—o0

an+1

n

2.3) Si lim

=1>1 6 oo, a serie diverge.
n—oo

2.4) Si lim {/|a,| =L >1 6 oo, la serie diverge.

n—0o0

2.5) Si alguno de los limites anteriores es igual a 1, entonces no se puede concluir nada.

(o]
3.) Sea f(x) una funcién continua, decreciente y positiva para toda x > a, entonces la serie infinita >  f(n)
n=a
oo

converge si [ f(z)dz converge, y diverge si la integral también lo hace.
a

4.) Criterio de comparacién I

4.1) Si sy, es una serie de términos positivos que se sabe que converge y b, < a,, para todo nimero entero
positivo n, entonces ss, converge.

4.2) Si sy, es una serie de términos positivos que se sabe que diverge y b, > a, para todo ntimero entero
positivo n, entonces so, diverge.

5.) Criterio de comparacién II (por paso al limite)

Si s1,, ¥ S2n son series de términos positivos

5.1) Si lim ¢ = C > 0, ambas series se comportan igual (o ambas convergen o ambas divergen).
n—oo “n

5.2) Si TLILH;O Z—Z = (C =0y s9, converge, entonces si, converge.

5.3) Si nh_}rglo 3% = 00y Sa, diverge, entonces si,, diverge.

6.) Evaluar los siguientes casos especiales

o0 o0
6.1) La serie geométrica: 21 ar" ! = ZO ar® = 7% si |r] <1, diverge si [r| <1
n= n=

o0
6.2) La serie P: > n—lp, converge si p > 1, diverge si p < 1
n=1



o0 o0
6.3) La serie alternante: Y. (—1)"a, 6 3. (=1)"*a,. Sia, > 0y a,11 < a, para todos los enteros positivos
n=1 n=1

n,ysi lim a, = 0, entonces la serie alternante es convergente.
n—oo

o0 o0
6.4) La serie telescopica: Si una serie ) a, es posible expresarla en la forma ) (b, — by+1) 0 en la forma
n=c n=c
o8]

> (bpt1 — by), entonces

n=c

gL

(b, — bpt1) = be — bpy1, y converge a b si lim by =0
n—oo

n=c

(bnt1 — bp) = bpy1 —be, y converge a —be si lim b,y1 =0
n—oo

o

2.2. Definiciones de importancia

oo
1.) Definicién de convergencia absoluta: La serie sy, es absolutamente convergente si la serie ) |a,| es conver-
n=1
gente.

2.) Definicién de convergencia condicional: Una serie que es convergente, pero no absolytamente convergente,
se denomina condicionalmente convergente.

o0 o0
3.) Teorema: Si la serie Y |ay| es convergente, entonces la serie > a,, es convergente.
n=1 n=1

4.) Definicién de factorial: n! =1-2-3---(n—3)-(n—2)-(n—1)-n



Ejercicio 2.1:

Calcular la suma de las siguientes series

o0

1 2, g2 I [(1+1/n)"(n + 1)]
W gEo1 D e 9 22 (n?) In[(n + 1)7+1]

n=1 n=1

Solucion:
a)
1 1 1 11 11
a = = = = = - =
"4z -1 (2n)2—-1 (2n—-1)2n+1) 2 2n—-1 2 2n+1
i 11 LS S W O P S S O 1 1 1 1
~=\2 2n-1 2 2n+1) 2 3 5 7 3 5 7T 2
b)
X9 2 (28)" 28 93 & (4)" a i 8 1 8
—_— _ — — g a',"n :> — —
+1 2\n ’ — —
 on —~ (3)"3 3 4=\9 1—r &~ 9 1-4/9 5
c)
(1)
In[(1+ 1/n)"(n +1)] In [ o ] 1 1

n — = — _ ’ . 1 s .
a In(n?)In[(n+1)"*1] ~ In(n®)In((n+1)"+t) ~ nln(n) (n+1)In(n+ 1) serie telescopica =

S 1 1 1 , 1 1
; <nln(n) - (n+1)In(n + 1)> - 21n(2) B nh_}ngo (n+1DIn(n+1) 2In(2)

Respuesta:

o
~~
wtlco

Tarea: Demostrar la suma de la siguiente serie.

o

1 1
nz::ln3+6n2—|—11n—|—6_4



Ejercicio 2.2:

Estudiar la convergencia de las siguientes series.

a)}jym'a Si(mm 0440;%n+n>

n=1 n=1

a) Se usard el criterio del cociente

. pyl , 3"3(n +1)! n'"
lim = lim .
n—oo  Qy n—oo (n 4+ 1)"(n+1) 3"n!

En este punto seria bueno entrenarse en el algebra de los factoriales para casos como el que nos aparece, la idea
es siempre utilizar la definicién tal cual
(n+1)! 1-2-3-- ( 1) 3)-(n+1)=2)-(n+1)—=1)-(n+1)
n! 3+-mn=3)-(n—2)-(n—1)-n N

Regresando al ejercicio

, an+1 . n' . n " , n . n
lim =3 lim —— =3 lim =3 lim exp [ nln =3exp| lim nln ,
n—o0o  ay n—00 (n + 1)” n—soo \n + 1 n—o0o n+1 n—00 n+1

) - () o

i n
Iim nln im =
n—00 n+1 n—00 1/n 0

Entonces pasando a tomar una funcién de variable continua y aplicando Lopital

1/2?) (1+1/x 3
lim ( / ) ( /%) =1 = lim =3¢ '=">1 = laserie diverge
T—00 (—1/1’2) n—oo  ap €

b) Se usara el criterio de la integral

—L__ es claramente decreciente
cosh(n)

1
(14n) In?(n+1)

d (( 1 > _ 1—(1n(:r+1)+2)

T \ ) D) et D@rn)? Sempre decreciente =

siempre decreciente

b

T 1

= + , b— o0
/(cosh 1+x)ln2(:n+l)> /COSh / 1+ 2)In?( :U—{—l)
1

1

b b

/COSC?(QU) =2 [tan_l (eb) B tan_l(e)] sibh=oe = /Cosd}iv(x) =2 [g - tan_l(e) # 00

1

—_



T | 1 1 , yi 1
1/(1+x)1n2(x+1):ln(2)_ln(b—i—l) sibmoe = 1/(1+x)1n2(x+1):1n(2)7é00

Ambas integrales convergen, entonces la serie converge.
Respuesta:
a) Diverge

b) Converge

10



Ejercicio 2.3:

Estudiar la convergencia de las siguientes series

[e5) 1 & 1 1 1
Viva Vv ) v Y e

n=2 V1
Solucién:
a) Por el teorema de la integral

f(z) = 362% es siempre decreciente y continua en [1,00).

b
d b
/ Ta:/g = [3301/3} L= 3p1/3 — 3, si b— oo la integral diverge, por lo tanto la serie tambien
x

1

b) Por el teorema de comparacién 11

Ya que esta sumatoria se parece a la anterior es muy posible que igual diverja

3/ 2 3/ 2 2/3
fm -~ — i " 1/n = = lim ——==1+#0,00

n—oo /n2 — 1 n%oo In2 -1 1/n2/3 n%oo 3 % . 1 n—=oo 3/y 2
V V n

Entonces la serie diverge.

c¢) Por el teorema de comparacién 11

o0

1 1 . 1
Z W = T; Ve R—yE estudiemos Z YES

n=2 n=2

o)

flx) = e siempre decreciente y continua en [1,00)

b
L 37’ 3 3 si b — oo la integral converge, entonces la serie tambien
—_— | — = —_ — V
2
4/3 4/3 1/nA/3
lim e lim " /n = lim ———— =13 0,00 la serie entonces converge

n—oo nd/3 — pl/2 n=yo0 n4/3 — n1/2 1/n4/3 n—oo 1 — n—5/6

d) Por el teorema de comparacién 11

Dada nuestra experiencia con este tipo de series intentemos compararla directamente con una similar a ella,

11



luego veremos como es el comportamiento de esta otra.

[0.9]
1
Comparemos con la serie sg = 1;2 o ()
In (n? 1
lim L(n) =4 lim ﬂ = E, aplicando L’'H =
n—oo nln (n* + 1) n—ooln(n*+1) oo
1 141
4 lfm [T T 200

Z—300 41’3/ (,fc4 + 1) T 550

Concluimos que ambas series se comportan igual, ahora estudiemos so. Utilizaremos el criterio de la integral.

i >>]

(In (In (b%)) — In (In (16)))

.-lk\i—‘

b
f(x):xln = /a:ln xt) -
2

2

si b — oo la integral diverge, entonces sy diverge, entonces la serie del ejercicio diverge

Respuesta:
a) Diverge , b) Diverge , ¢) Converge , d) Diverge

Nota: Aunque este ejercicio puede parecer facil o repetitivo la verdad es que esta disenado para ayudar al
lector a familiarizarse con estos métodos particulares de estudio de convergencia (comparacién II e integral),
por ejemplo, pedir el estudio de la serie b) sin haber presentado primero la serie en a) hubiera podido representar
un esfuerzo mayor para este ejercicio. También se busca dejar de lado los teoremas del cociente y la raiz para
series que ”luzcan” como estas ya que de aplicarlos darian el nefasto resultado de que el limite es 1.

Si las condiciones se cumplen y es posible integrar, pues se integra, si la serie se parece "mucho” a otra, entonces
se compara. No trate tampoco de crearse una regla general-total para las series basada es estas ideas, intente
desarrollar un ”olfato” en base a su experiencia (prictica) para enfrentarse a este tipo de ejercicios. En este
particularmente intentamos ensenarle como hacerlo.

Tarea: Estudiar la convergencia de las siguientes series

- .2. b)i(an’ i(un_)
n=2 n=2 n=2

12



Ejercicio 2.4:

Estudiar la convergencia de las siguientes series alternantes

2 (=) >, (—1)mtt 0 on 4+ 1\%"
_1)"
a)nZ;ann nZ::l e + © n;( "(51)
d > cos(mn) > —1)n?
) Z() nt.nl ZQ )n2

Solucion:

a) Estudiemos inmediatamente la convergencia absoluta

n
Para eso estudiamos Z OIS buscamos utilizar el teorema de comparacion I con Z —7, que se sabe que

n2 In
n=2
converge.
,1)”74
, n21n(n) , .
I T = lim =0, La serie converge absolutamente.
n—oo b n—oo In(n)
n

b) Estudiemos convergencia condicional

Para este estudio deben recordarse las condiciones expuestas al inicio del capitulo en la seccién 6.3)

1 -1
f(z) = >0V 2z>1 = fllx)= _Z18 , funcién decreciente

Vr+1 V(x4 1)%

1
lim

= 0 la series es condicionalmente convergente.
n—oo J +1

c¢) Estudiemos la convergencia absoluta
2n + 1\ 2n +1\° on +1\° 2n+1 1 2
(—1)n (22 = tm (22} = (g 22 g 2L M2
3n+1 n—oo \ 3n + 1 n—oo 3n + 1 n—oo3n+1 1/n 3

AR
hm Vlan| = () = — <1 , laserie converge absolutamente

lim ¢
n—00

d) Estudiaremos convergencia absoluta
A primera vista esta serie parece no ser alternante, pero esté en este ejercicio apropdsito para hacer ver que si

lo es y evitar confusiones en ejercicios que el lector pueda encontrarse en el futuro, mas ain esta serie deberd
ser expresada de otra forma para asi trabajar con ella mas comodamente. Vea que si n = 0,1, 2, ..., entonces

13



cos(mn) = (—=1)™.

(_1)n+1 n™n)
(n+ )"t (n+ 1) (=1)"

y ") y n \" 1
" nSoo (n+ 1)L onl(n + 1) ngglo<n+1> (n+12

lim - lim ————, el paso anterior solo es posible si ambos limites existen.
n—00 (n + 1)2

, n \" , n ) n 1/n ) In <n11) 0
lim = lim exp (nln , lim nln = lim ———& = —,
n—oco \ n + 1 n—00 n+1 n—00 n+1 1/n n—ooo  1/n 0

z+1 1
gl 1 B
LH = lm =0 g =2 =g o g |2 =t 0=0<1
z—oo  —1/x? z—oo x + 1 n—oo | ap
Entonces la serie converge absolutamente.
e)
n — 1)n? (n — 1)n?
an = (—1)" , lan| =bp, = ————

Convergencia condicional. Estudiemos la monotonia de b, por simple evaluaciéon numérica.

n=0|n=1|n=2|n=3 n=4
b, | 0 0 4/3% | 2-32/4% | 3-42%/516

Podemos ver que para n > 2 el denominador de b, crece mucho més réapido de lo que crece su numerador,
claramente b,, es decreciente.
n —1)n? n3 —n? 1—-1/n
1m%:h’m72:h'm / 7 =0
n—00 (n + 1)” n—00 (n + 1)” n—00 (n2,3> (,3) n
n +n >

n2 n2

La serie converge condicionalmente

oo

Convergencia absoluta. Utilizamos el teorema de comparacién por paso al limite con la serie n—lg que se sabe
n=2

que converge.

(n—1)n?
(n+1)n® n° —n 1-1/n

lim T = lim — = lim = =0




La serie converge absolutamente.
Respuesta:

a) Converge absolutamente

b) Converge condicionalmente

c¢) Converge absolutamente

d) Converge absolutamente

e) Converge absolutamente

Nota: Las convergencias que faltaron se dejan como tarea.
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Ejercicio 2.5:

Hallar el radio de convergencia de las siguientes series

o0 n1$_5) o0 ZL‘—3) oo 7_[_71,”2
) 1 7) _12%7
Z n3n Zn—i—llnn—i—l C)Z<+n (@ )

n=1 n=1 n=1

oo [e.e] oo
d) Z ™y Z nlz™ si se sabe que la siguente serie es divergente Z ™

n=1

Solucion:
a)
N L B [ et et D G O
n—oo | ap n—oo (n+1)373 (=1Y(z —5)"
|z = 5| n |z —5|
1 2
3 n—)rgo n+1 3 < ~ <r<8
siz =2
DL o Co bl G B o €D e
n3n n3n n3m n’
n=1 n=1 n=1 n=1
siz =38

A esta tltima serie se le debe hacer estudio de CONVERGENCIA CONDICIONAL, en efecto converge, su
modulo es decreciente y el limite cuando n — oo es cero.

b)
i (x —3)"(z — 3)%(n+ 1) In(n + 1) - 32 1 (n+1)In(n+1)
im = im
n—o0 (n+2)(x —3)?"1In(n + 2) n—oo (n 4 2)In(n +2)’
| 1 1
hmwzg = lim / )—1 y lim nt =1 = |[z-3%1<1 = 2<z<4
T—00 ln(;n—|—2) 00 Z—00 /( ) n—oco N
siz=26x=4
oo

2n

n+1lnn+1 ZnJrlln +1)

TL=1 n=1

La cual sabemos que diverge por el teorema de la integral.
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c)
5 9 T\ TN 9 x2 2 2
lim T\’/‘(1+7r/n)7m (x —1)?"| = |z — 1|* lim (1—1——) = |z—1" <1 = l1l—-e 2 <zx<l+e 2

n—oo

2

six=1—e "2

> 2 2n 00 2
T\ _x2 (1+7/n)™
E:O*7ﬁ G*” 2—1> :EZ“;mT‘*

n=1

Lo interesante del paso que sigue estd en que uno bien podria empezar a estudiar esta serie y ver si converge
o no por los muchos métodos ya practicados, cuando la verdad basta aplicar el menos (o para nada) utilizado
hasta ahora, el que corresponde a 1) al inicio de esta seccidn.

2
(A ta/n)™
lim ——SF—— =¢€2
n— 00 e n
. . . . ﬂ-2
La serie diverge, este mismo caso se presenta sizx =14+¢e 2
d)
+1)!
, an+1 , z(" , !
lim 1 = 1im —| = lim |n"™"
n—oo | Ap n—00 xn n—00

A partir de aqui hay que dejar la carpinteria y pensar un poco. Solo se puede continuar si nos damos cuenta que
valores puede tomar z para seguir la cuenta, si x vale 2 por ejemplo, que pasaria para un exponente que crece
a una velocidad alarmante como lo permite el n!n, es imposible que converja a algin valor, ; Si x = 3 acaso no
tendriamos el mismo caso?, o por ejemplo z = —5, 3, pasaria lo mismo solo que tenderia al infinito negativo.
Y si los valores de x los limitaramos a nimeros que a medida que crece el exponente, disminuyera el valor de la
expresion 7, bueno ya que vemos que |z| > 1 no puede converger a ningin valor, entonces consideremos |z| < 1.
Matematicamente tenemos

nln nln

=0<«1

|z >1 = h’m’n =00, |z|]<1l = h’m‘n
n—o00 n—0o0

Recordando ademads el dato de ayuda del ejercicio, tenemos —1 < = < 1.

Para la segunda serie, debemos tener claro entonces que si tiene alguna oportunidad de converger, debera hacerlo
en |z| < 1.

An+1
Qn

lim

n oo

= lim ’(n + 1)z
n oo

Usando el teorema del emparedado.

1
lim |(n + 1)z""| < lim |(n + 1)z"|, lim(n+ 1)|z"| = lim n zg,L’H =
lim—— —0<1 = lim (n+1)z"" =0
noo—l/’x”’ B n oo B
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Respuesta:
a)2<x<8

b)2<xz<4

c)l—e 2 <z<l+e =

d) |z] <1

18



Ejercicio 2.6:

Estudiar la convergencia de las siguientes series alternantes

a) i(—wﬂ <1—nsin (i)) 1) i(—mﬂtan*l <2n1+1> ,

n=1 n=1

Solucion:

a)
an = (—=1)"* <1 — nsin <i>> , by = lan| =1 —mnsin <;>

Estudiemos primero la convergencia condicional, recuerde que esto es ver si »_ a, converge, para tal estudio
necesita cumplirse lo siguiente: b, > b1 y lim b, = 0.
n—oo

Estudiemos la monotonia.
1 1 1 1
Sea f(z)=1—xsin <> = f'(x) = —cos <> — sin <>
x x x x

., Cémo saber el signo de f/(z)? Bueno, véase que no importa el valor de f(1), los estudios deben ser a partir
de n = 2. Recuerde que el maximo valor que pueden tomar el seno y el coseno es 1, si en la funcién derivada el
valor del coseno siempre se esta haciendo més pequeno ya que esta siendo dividido por el mismo valor de z, el
seno siempre serd mayor sin importar lo que pase y como tiene signo negativo la funcién siempre serd negativa,
este es el razonamiento légico que deberia bastar, si no se esta conforme, vedmoslo analiticamente

n=2 = f(2)= %cos <;) — sin (;)
n=3 = f3)= %cos (;) — sin <;)

n=4 = f4)= icos (i) — sin <z11>

Si aumenta n lo que arroje el coseno quedard siempre por debajo de lo que arroje el seno, para fines practicos
esto es suficiente, pero atin asi podemos graficar f(z).

lim <1—nsin <1>> =1— lim nsin <1> =1-1=0
n—o00 n n—0o0 n

La serie converge condicionalmente, pasemos a estudiar la convergencia absoluta por el teorema de comparacién

Evaluemos el limite
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1I.

1 — zsin (& 1 1_
limwz lim <x2—x35in<>); ; f sin—00 = t—=0 =
z t

1 1 3 — 2 sin(t 2 t) — t2 t) — 10t cos(t 1
h’m( —tgsin(t)>:h’msm(), LH = lim 20008() = cost) OCOS():(S;AO,OO

0 \ 2 t—0 o t—0 120

1 -1 1
= tan~! = fl(x)==—5———<0, lim tan™* =0
J(@) = tan <2n+1> S@) Mt on 41 - e M <2n+1)

La serie converge condicionalmente.

t *1< 1 ) —1 2
T T S S PO v R T A S
n—0o0 1/n ’ T—300 ;—21 z—o00 222 +2x +1 2 ’

La serie no converge absolutamente.
Respuesta:
a) Converge absolutamente.

b) Converge solo condicionalmente.
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3. Serie de Taylor

La serie de Taylor es una herramienta matemaética base sumamente importante para ciencias e ingenieria, gracias
a ella son posibles las simplificaciones de muchas expresiones complicadas que involucran funciones trascendentes
como seno, coseno, la exponencial, etc. y nos permiten trabajar con un polinomio que se ”parece”’mucho a la
funcién en cuestién. La importancia de tales series amerita una breve nota tedrica para ayudar al lector a
entender lo que estd detras de tal herramienta.

Supongamos que tenemos una funcién trascendente como el sin(z), y queremos saber cuanto vale, sin(1,2), més
aun, queremos poder llegar al resultado de manera analitica, es decir, sacando cuentas elementales (en este caso
suma, resta, multiplicacién y divisién). La expresion sin(1,2) no es més que un simbolo, letras combinadas que
nos hablan de una tal funcién seno evaluada en 1,2, no nos da la respuesta numérica que queremos. Por otro lado
recordemos que un polinomio P(z) = a12™ +asx™ ! +-- -+ a,_12 + ao, al evaluarlo en algtin niimero, podemos
llegar mediante operaciones simples a un valor numérico puntual, como por ejemplo P(z) = 22 +2 = P(2) =
2212 = 6. Que 1til serfa tener un polinomio que fuera ”igual” a la funcién seno, y que al evaluarlo en algiin punto,
como por ejemplo 1,2 llegdramos al resultado que queremos. sin(1,2) = a1(1,2)"+a2(1,2)" 14+ 4a,_1(1,2)+ao.
La teoria de series de Taylor son el camino para encontrar ese polinomio, polinomio que aproxima a la funcién.

El hecho es que nos disponemos a encontrar un polinomio, tal polinomio debe constar de coeficientes numéricos
ai, as, as,--- y de su parte "variable” z, x2, 23, ---, la forma més genérica de esta parte ”variable” la
escribiremos de la forma (x — x9)", donde el xy representa el nimero en la recta real donde empezamos a
construir el polinomio. Mientras més términos de la forma a,(z — z¢)" anadimos a nuestro polinomio, mejor

serd la aproximacién.

i, Gréaficamente qué es lo que haremos ? Suponiendo que centramos (empezamos a construir) el polinomio en
/2 al ir agregando términos se va creando un polinomio cada vez mdas grande y éste se va ajustando cada
vez mas a la funcién que se quiere aproximar, graficamente esto se puede apreciar en la pagina siguiente. En
nuestro ejemplo si se toman infinitos términos para el polinomio entonces este serd igual a la funcién seno para
todos los valores de x, no siempre serd este es el caso para toda funcién real, habra funciones cuyo polinomio
de Taylor solo podréa aproximarla en cierto intervalo, sin importar cuantos términos se le agregue. Tal intervalo
se denomina intervalo de convergencia de la serie. Representado en forma de serie tenemos la férmula general
del Polinomio de Taylor

0 1 2 - n — " (20) n
f(z) = ap(x — 20)” + ar(x — x9)" + ag(x —xo)* + -+ = Zan(x —xo)" = Z 7‘(:[; — x0)
n!
n=0 n=0
De donde vemos claramente que los coeficientes a,, = % La expresién f(™ (zp) representa la derivada

general de la funcién que se quiere aproximar evaluada en el punto donde se centra la serie, se encuentra
calculando las sucesivas derivadas de la funcién y evaluandolas en el punto xy hasta que se encuentre un patrén
numérico que se pueda representar algebraicamente por una expresion cerrada que dependa solo de n.

Para fines practicos como el de nuestro ejercicio no necesitamos infinitos términos de la sumatoria para encontrar

cuanto vale sin(1,2), solo algunos bastaran, los infinitos restantes representan un error al valor encontrado, asi
otra forma de expresar el polinomio es

N
flx) = Z an(z — x0)" + Rn a0 (7)

n=0
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Donde Ry, z,(x) es la férmula del error para polinomios de Taylor, esta férmula es diferente para cada funcién
que se desee aproximar, el error depende del valor de N seleccionado para la aproximacion, dependiendo de
cuanto error se quiera tolerar encontraremos un valor de IV, asi en principio se nos da un error y a partir de
él encontramos cuantos n son necesarios para llegar al resultado. La teoria del error y su férmula no seran
tratadas aqui. Para nuestros fines trabajaremos con la expresion cerrada de a,, y si se desea resolver el problema
de sin(1,2) solo tome la cantidad de términos que usted considere necesaria.

La clave para los ejercicios de series de Taylor estd en identificar cudl de los métodos conocidos es el indicado
para encontrar la serie que aproxima a la funcién. El primer camino es utilizar la definicién y sacar las derivadas
una por una hasta encontrar la expresion general para la derivada n-esima y continuar hasta llegar a la serie. El
otro camino consiste en utilizar las series ya conocidas que aproximan a las funciones mas comunes, tomamos
la funcién dada y la manipulamos algebraicamente hasta dar con una expresion que se ajuste a la serie ya
conocida. El primer camino es el que nunca va a fallar, pero toma tiempo y no siempre serd sencillo encontrar
la expresiéon de la derivada n-esima, el segundo camino es mas rapido y practico, pero no funcionara para todos
los casos, en especial con funciones que difieran mucho de las basicas.

1 o
1_$:T§x”:1+x+x2+w3+-'- , x|l <1
22 23
—Zn, —+ +—+§+ , 7] < o0
o0
) B (—1)"1‘2"+1 oz :1:3 1:5 1‘7
sin@) =) H o T e w o lel<e
n=0
o0
_ (71)nx2n _ 1 £C2 $4 .’E6
cos(x)—zw—a—a—kﬁ—a—i--" , x| < o0
n=0
o 2n+1 3 5 7
. T T oz x T
n—=
o op 2 4 6
T 1 T x x
COSh(m)_Z)(Zn)!_()!+2+Zl'+6+.” , lx] < o0
n—
o
( 1)n$n+1_m x2 x3 3:4
n=0
) 2n+1 2 3 4
1 B (=D)"z B T T
n=0
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Ejercicio 3.1

Hallar la serie de Taylor que aproxima a las siguientes funciones en torno a x = 0.

a) f(z)=ze™® y glz)=(14+2z)e® , b)h(z)= ﬁ . ¢) () =In(z® + 3z +2)
a)
Y o " — (_233)71 o (_1)n2nwn+1 ; o (_1)n+12n71xn
c :nz:;)n! ~ f(x):xnzzo n! :nzz;) n! © nz::l (n—1)!

Intervalo de convergencia

A AL —1)! 1
fm |22 =D im0l & —so<z<oo
n—oo| nl 2n2-1gn n—oo n
Pasamos a la siguiente funcién
o0 o0
—1)"en —1)" n+1
g(x):(1+:c)e_rze_m+xe_m:z( )‘x Jrz( )'JU ; —00 < x <00
= n = n!
b)
1 11 = zin
4-%’4_11_&: gn+l |$‘<\/§
4 n=0
c)
& (_1)nflmn
l(z) =In (2> +32+2) =ln(z+1)+In(z +2) ; ln(x—l—l)zzi ; —l<zx<l1
n
n=0

Tomamos In(x) y encontramos su serie de Taylor centrada en = = 2

1O = In(z)
s 1

X
f®:%
f@:%
fwzg
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f o
120
(6)
f o
—1)" 1 (n —1)! 2 ()" tn-1)! (-1 1
)y _ (=1)"(n—1) _ f( 1
f (1:) - Tn ; N= 172737 = Ap = 7’L' - an‘ ’ 7’L' - n =
( 1)n—1
n = =
o0 oo
_ (_1)7171(1, _ 2)n _ (_1)nflxn
In(z) =In(2) + > o = In(z+2)=In(2)+ ) _ T
n=1 n=1
Estudiamos la convergencia
T Lt B P . DR
n=oo | ay 2 n—oon+1 2
six =2
o0 oo
-1 1 -1
Z (=1 ; ap = —es decreiente y lim a, =0 ; ademas Z (=1) = —1In(2) converge
n=1 " " e n=1 "
Como la funcién In(x + 2) no estd definida en z = —2, es légico que la serie que la aproxima ciertamente no
converja en ese punto = —-2<zx <2
(e e]
—1)mt 272+ 1
ln(a:—l—?)—l—ln(ac—i—l):ln(Q)—l—Z( i ):c" ; —l<ax <1
n
n=1
Respuesta:
0 n n— n 2 N AT 123 n n
a) f(z) = Z% , —o<z<oo ; glx)= Z%%— Z(_l)ni.mﬂ , —00 <& <00
n=1 n=0 n=0

b) h(z) =3 & 5 |2l < V2
n=0

o) In(z+2)+In(z+1)=In(2)+ > EV @0 g op <

n=1
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Ejercicio 3.2

Hallar la serie de Taylor de f(x) centrada en x =0 y su region de convergencia.

S0 = e

|

Solucién:
T A B 1 3 2
= = —zr=(x-3)A 2)B = = - -
6+z—a2 142 2-3 r=(@=3)A+(z+2) /(@) 5[3—x T2
11 1 1 i (—1)"a™
p— —_— - — pu— 1
z+2 2(1+%) 21-(3Y) < 2t
r 1T i "
- - 1
3—z 3(1-§) L3t
1| & (D) X IS /1 (=)
n=1 n=1 n=1
Estudio de la convergencia
, x"z3"| lz| ., B ||
nl;ngo T3 | = ?nlgngol =3 < 1 = |z/<3
(=) tReng2n | g
A (|~ g < 7 <2
En los bordes
siz =2
Q2m2 30 2
T}L\I]go S on — 53 < 1 converge
; en x = 2 diverge

N "
52 <3n+(—1) H) = ;
=1 lfm (—1)"™! indefinido

n—
n—oo

six=—2

Nos toparemos con el término (—1)"*2 e igualmente la serie va a diverger.

Respuesta:

o] =

=33 (3 S ) s i<

n=1
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Ejercicio 3.3
Hallar la serie de Taylor de f(x) = cos(2x) en torno a x = % y calcular su radio de convergencia

Solucion:

Centramos la serie en el punto que se nos pide de la siguiente forma

cos(2x) = cos(2(x — m/3 + 7/3)) = cos(2(x — 7/3) + 27/3) = cos(a’ + 27/3)
cos(z’ + 27 /3) = cos(x) cos(2m/3) — sin(x) sin(27/3) ; cos(27/3) = _71 ; sin(27/3) = ——
cos(2) = —% cos(2(x — 7/3)) — ‘f sin(2(z — 7/3))

Teniendo en cuenta las series notables del seno y el coseno

1 o (=1)"2™(x — 77/3)2 V3 & n2n+1 7_‘_/3)2714_1 B
cos(2z) = 9 T; (2n)! Ty Z @n+1)] =

> n+122n 1 r—7/3 > -1 n+122n\/§x_ﬂ. 3 2n+1
Z (x —m/3)*" Z( ) (z —m/3)

| o |
— 2n)! — (2n +1)!

Al desarrollar una serie numérica a partir de las series notables, la serie encontrada obedecera por lo general al
intervalo de convergencia de las series notables utilizadas , en este caso la serie encontrada va a converger para
todos los reales, se deja como ejercicio demostrar esto algebraicamente.

Respuesta:

|z| < o0

cos(2z) — i (—1)rHionl(g — p/3)2 i (—1)" 1220 /3( — 7 /3)20+1

(2n)! (2n + 1)! ’

n=0 n=0

27



4. Ecuaciones diferenciales ”por cambios de variables”

4.1. Apariencia de ciertas ecuaciones diferenciales a tratar

1.) Variables separables

dy _

W @) 6 X(@)Y () + X ()i ()dy = 0

2.) Ecuaciones reducibles a variables separables

d
%zf(am%—bg%-c) ; b#0 = u=ar+by+c

3.) Ecuaciones diferenciales exactas

or _ 0@ P(z,y)dr + Q(z,y)dy = 0 = du(z,y)

P(z,y)dx + Q(x,y)dy =0 si 3 = Bx

la solucién de la ecuacién es

0 0
u(z,y) = ¢ donde W = P(z,y) y ug; Y _ Q(z,y)

4.) Ecuaciones diferenciales homogéneas

d
y=f<x) 6 1(4) = L=t
dx Y x x

5.) Ecuaciones diferenciales reducibles a homogéneas

dy <a1x+bly+cl>

dx asx + boy + co
caso 1:
ay b1 a1+ b1f+c1 =0
0 = z=ut+a« =v+ f donde
as by a vy g {a2a+b25+02:0
caso 2:
“ b =0 = az+by=u
as b2 - 1 ].y_

6.) La ecuacién de Bernoulli

Y+ P@)y=Q)y" ;si n#£0,1 = w=y "
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Ejercicio 4.1:
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales por variables separables

a) zy' —y=y"> ; b) y tan(x)

tan(y)

=y ; c¢) 3etan(y)dx + (1 — ") secz(y)dy =0

[7-1%
y3+y— T

= y = csin(x)

6 y= tan_l(c(ex — 1)3)

Solucidn:
a)
dy dy dx
I — 3 A Y - 3 _
Yy —y=y" = vy W +y) = - (y+):>y3+y .
1 A By+cC -
— =4 B=-1 =
y’+ty oy yt+l
c=0
/ dy / dy / ydy dx
vty y2+1
1., cy
In(y) — zIn(y*+ 1) =ln(z)+¢ = z=—"
2 y2+1
b)
d
ytan(z) =y = gy = z?j((z)) dr = In(y) = In(csin(z))
c)
T 2
3e” tan(y)dz + (1 — %) sec?(y)dy =0 = / je 1dx = / sec(y) dy
6 —_—
In[(e” —1)%c;] = In (tan(y)ez) = tan(y) = c(e” —1)*
Respuesta:
.y
a) r = Tt
b) y = csin(x)
c) tan(y) = c(e® — 1) 6 y=tan"!(c(e® —1)3)

tarea: tan(z) sin?(y)dz + cos?(x) cot(y)dy = 0
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Ejercicio 4.2:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales por variables separables

a) ¥y =@z+2y+1)° ;5 b) y¥=(@+y)? ; ¢ y=sinfw—y) ; d) (@+y)*/

Solucion:

a)

_ du dy dy 1du
u=8x+2y+1 = %_84—2? = o 5%_4

=a

1
- 2 e a2 — - L =
=@8r+2y+1)° = 570 4=u" = /2(u2+4) /da: = 4tam <2>+c r =

8z + 2y + 1 =2tan(4(z + ¢))

b)
u=zr+y = ZZ Z—z—l = uzdj_lzdz: = tan Yz +y)=2a+c
)
u=r—y = Z—i: —Z—Z = 1—sin(u):j—z = da;zl_csl;;(u)
/1—;lzltn(u) _/11jsi$(g)du_/coj?qzu)+/csci:2((uu)) = tan(u) +sec(u) =
tan(u) +sec(u) =x +c¢ = tan(x +y)+sec(z+y)=z+c
)
(x+y)*y =a® d—y:L ; sea THyYy=u = dy _du = @:L
dr  (z+y)? dr  dx dr  (z+y)?

u? du L=t - u=2%
=dr = = [ dx ; ———du= [ ——— " ¢
= / Frate= [a [ /1+(Z){du——i‘§t

B /752(1+t2 - (/ /t2 ) *+atan 1(t)=u4ratan*1<%> =

ac—i—y—i—atan_l( ):x—i—c = y—i—c:—tan_l(

Tr—+vy r+y
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Respuesta:

a) 8r 4+ 2y + 1 = 2tan(4(z + ¢))
b) tan~H(z +y) =2 + ¢

) tan(z +y) +sec(x +y) =x + ¢
d) tan(c —y) = ;4

tarea: Intente resolver la integral complicada de la parte d) utilizando el cambio de variables # = tan(f).
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Ejercicio 4.3:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales homogéneas

2xy —x+2y—>5
a) Y=o5——5 1 b)) ay=Vyr-a?; o yy=—-—"—"—

3x2 —y 20—y + 4
Solucién:

a)

2xy 2zy 1/ 2(y/x) ., ,

/ = = == h 1 h
V=53_ 23— 21 3 (y)a)? ahora la ecuacién es homogénea
dy U ., -
sea u=y/xr = y=zu = e xd— +u = la ecuacién queda de la siguiente manera
x x
N 2u u2—3d de  u?-3 1 3, 1
rT— +u= u=—; = - — ;
dx 3—u? u—ud r  u—u u—-1 u u+1’
integrando a ambos lados nos queda
u? -1
In(u—1) —3In(u) + In(u+1) =ln(cz) = In 3 =lIn(cz) =
u?—1 (y/x)* -1 2 2 3
=cx = “————=cx = cly"—z°)=y
u? (y/x)?
b)
dy du du du dx
u=y/x o xd$—|—u :cdx—f—u Vu .
1 1 —VuZ—-1-u 5

= —\Vu

Viz—1-u ViZ—1-u—vViZ—1—-u

(—\/ﬁ—u)du:dg = —/(\/ﬁ)du—/udu: de

/ w2 — 1du {Z;:Z?:ﬁfé)de = / \/cosh?(8) — 1sinh(8)d = / sinh?(6)df =

%cosh(G) sinh(0) — g = %cosh(&)\/coshQ(G) -1- g = %ux/ u?—1-— %cosh_l(u)

volviendo a la ecuacion

1
—g u2—1+§cosh*1(u)— 5
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':_3#0 N r=u+a ) -a+28-5=0
2 1 y=v+p 2% — f+4=0

r=u—1; y=v+2 = dr=duy dy=dv =

dv _ —A(u-1D+2w+2)—-5 u—2 dv _u—2v 1/7u = L(v/u) la ecuacién es homogenea

du 2u—1)—1(v+2)+4 v—2u ~ du v—2u 1/u  (v/u)—2

; v N ; :>}dv . dt S otg dt 1-—2¢ N dt 1-—2¢ PN t—2dt du
= V=1U _——= U—: Uu— = —- uy—=——— —_— = —_—
U du du du t—2 du t—2 1—1¢2 u

t—2 1 .
= — entonces integrando a ambos lados
11—t 2(t—1) 2(t+1)

t—1 t—1
In(vt—1)—In(+/(t+1)3) =ln(ct) = In| ——— ] =ln(cvt) = —m=cu =
(VE=T) = (/T 1) = Infea) ( ) =l =
)
t—1 2 v/u—1 2 a%rl_l 2 —(z+1)*(x —y+3) 2
el (o/a TP = P c(z+1) Tty —1)7 c(z+1)
(y—z—-3)=clz+y—1)°

Respuesta:

a) c(y? —a%) =y

T — x)?
b) — 55 /y/)? =1+ §cosh™! (y/x) - 5" = In(w)

¢) (y—r—3)=clx+y—1)3
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Ejercicio 4.4:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales tipo Bernoulli (no lineales)

4
a) y = Y +2yy ; b) 3zdy =y (1+ xsin(z) — 3y’ sin(z)) dz ;

r+1/2 1—a? 9
2+x+1 (l‘2+$+1)3/2y

c) y+uy

Solucién:
a)
4 4 w = 1-3 = w=yl/?
I _ / 12 Y Y
y=—ytaSy = y-——y=zy'"; _ _ =
- T {21; =Lyl o 12y gy
—1/2, 1 4 —1/2 ;2 L / L -2
y Yy ——y =z = v-——-w=- = (uz)w) =ulx)z ; ulz) == =
z x 2 2
(x 2w)’:ﬁ:% = r%w=_Inlz|+c = w:x2(2ln|xl+0) = y:x4<21n\x]+c)
b)
. 3 . / 171 . Sin(x) 4 1-4 3
3xdyzy(1+xsm(m)—3y sm(m)) dr = y —3 ;—i—sm(m) y=-—— Y s w=y =y =

—ldw  _,dy L, 4y 4, 1/1 3 sin(z)
3dx_y T = 3w—yy = y 'y 3 x—&-sm(m)y = =

W + (i + sin(x)) w = 352(®) sin ()

. = (wu(x)) = 3u(x) .

wze” @) = 3/sin(ac)e_ sy = wre @) =37@) 4o = =24
x

2173

y =
(3 + cecos(@)) /3
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c)

Y +y _ = oy 4y _

2
Pre+l (@Ptot 1)’ ol (@ fat 1)

r+1/2 1 - 22 . Loz 1)2 1— 22 {wzy‘1 .

=y 2y

, T +1/2 2 —1 & (wule) = u(z) 2 -1
w = wu(x)) =u(lr) —m——=
24+z+1 (xz—i—x—i—l)?’/? ($2+x+1)3/2

D ou(z) = (2 e+ 1)V =

(w(xQ—i—x—l—l)*l/?)/_ 2 —1 ) 2 -1 _ 1 B T+ 2 '
(2?41?27 (242 +1)2 224+l (224 +1)2 )

dx 4 dx 2V/3 1 24/3
ST =x = a4 1)2
/m2+x+1 3/(2(;5“/2))2“ 3 " ( g (@t ”) Y

V3

N T V3r '
2+ax+1 3

x 1 T
= —=cVri4+r+l— ——ouonu—
.1’2“‘.%'1 Yy 172—|—ZL'+]_

Respuesta:
a) y =a* (5 In|z| + )

b)y=—=z°
)y (3+cecos@) 73

C)%:cm_iﬁ
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Ejercicio 4.5:
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales donde no aparece y de forma explicita
/
a) wy’ =y'In (i) ;b)) ay +y =14 o) (Y)Y =1

Solucion:

a)

2y =19 In (y ) = zv'=vln (E) = o=2m <U> : ecuacién diferencial homogénea ;
x x

v dv dt
-—=t = v=1t = —=t+r— =
x dz dz
, v v dt  tln(t) —t dt dx
v =—1In > ="t = = [ — = [=
x x dx x t(In(t) — 1) x

dt In(t) —1=u du
nh) — 1) — =1 =In|lnl|t| — 1] ;
/t(ln(t)—l) {1dt=du = /u nfuf = In|nft| —1f ;

/dt:/dl' = Injh|t|—1 =n|jaz] = t=e1"T = p=ger®t =
t(In(¢) — 1) x

n

" +y' =1+ = "+ =1+z ;

Como v es funcién solo de la variable independiente podemos reducir el orden de la ecuacién con un simple
cambio de variable

1
'+ =142 = u’—l—g: T ; Bernoulli lineal
x x
14z T dv =
t(z)) =t tx)=2 = u==4+—+1 = =4+ -41 =
(ut(x)) () . () == u 2+x+ w2 a:+
2 3 2
x T
vzz+clln]a:|+x+cz = yzﬁ+?+clxln|xl+02x+03
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vV=u; V' =d = @")VP’+W)P=1 = W)iP+lP=1 = J=xV1-u2 =

d d
PotV1-w? = 2 —tdr = sinl(u) =4z +¢; = u=sin(tr+c) =
dz 1 — 2
dv . dy
e sin(tz+¢1) = v=xcos(x+c1)+c2 = e tcos(zx+c1)+cp =
x x
y = sin(£x + cl) + cox + ¢3
Respuesta:

€T

a) y = (djz — ())?) e 4oy
b) y:f—;+%2+clajln|x\+czx+03

c) y = Esin(tz +cl) + oz + ¢3
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Ejercicio 4.6:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales donde no aparece x de forma explicita

a) yy' =’y + W) 5 b) w =) =0c) '+ () =2

Solucion:

a)

dy

v
1/yv) =1 = §:y+cl = v=y’4cy = d$=y2+cly =
d 1 d 1
& _ = y :/dzn = x=—1In y ‘+c2
ay caJ a-+y 1 c1t+y

b)
y =v ; y" =0 laderivada de v es respecto a y
2 d 2 d d -1 —
yo! —0* =0 = V= 5 22 o —;}:—y = — =yl = v=
y dy vy vy v In eyl
dy -1
—= = = In|ey|ldy = | —dz = z=y(l—1In|cry|) +c2
dz  In|cryl
c)
Suerte
Respuesta:
_ 1 y
a)z=_1In Cﬁ_y‘ + o

b) z =y(1 —1In|cry|) + 2

c)i?
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5. Trayectorias ortogonales

Ejercicio 5.1

Encontrar la familia de trayectorias ortogonales de las siguientes familias de curvas

2o —ay+yi =75 d) 2ey+2t=c2 ; >0

a) zy=c ; b) (z—c)?+yt=c

Respuesta:
a)
d — d -1 d
Ty=c¢ = y:E = —y:—c; como ¢ =xy = —y:g; Mot = ——— = Y_T o4
x dr 22 dr =z Mewry dr y
2 2
ydy = xdx = %:%4—0 = PP -a?=c
b)
2 2
dy c—=x 2?2+ 92 dy S —x
2 2 2 / 2
— = = 2(x— 20 =0 = —== ; c=— =5 — ="t =
(z—c) +y =c (z —c)+2yy =y c 5 o ;
dy y*—a2? -1 dy 2xy dy 2zy 1/ dy 2(y/x)
— = ; Mort = = == = == ==
dx 2:By Meurv dx z? — y2 dx x? — y2 1/2172 dx 1- (y/$)2
Y N N dy du+ N ' 2u N 11—u2d dx N
Z=u = uzx —=z—+4u v +u=-—5 - u=—
x 4 dx dx 1—wu? ul+u? x
1 2u dx 9 Ty 2 )

x2+<y2—2y210+<2i)2>:(2i)2 = 224 (y—1/20*=(1/2c) = 2>+ (y—c)=¢

En la siguiente pagina se presentan 5 imagenes de izquierda a derecha donde se puede apreciar graficamente
lo que estamos haciendo para este ejercicio, tal desarrollo es andlogo para los demds. La imagen 1 es la grafica
de la familia de curvas (z — ¢)? 4+ y? = ¢? la imagen 2 es el resultado de nuestro ejercicio ¥ + (y — ¢)? = 2.
Llamamos familia de curvas ortogonales a la imagen 2, en efecto si superponemos las dos primeras imagenes
tenemos la imagen 3, que con ayuda de las imagenes 4 y 5 nos revela que cada vez que una curva de la familia

ortogonal corta una curva de la familia original lo hace en un angulo recto de /2.
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2

x —a:y+y2:c2

= 2r—(y+ay)+2yy' =0 = Qr—y)+Qy-a)y=0 = ¢ =

2y —x
= o =D s Vo o P P 5
fv(l(i;;)—cazz = (y—2)=clz+y)?
d)
2cy+x2:c2 = 2/ +22=0 = %:—7:5 ; 02+(—2y)c—x220 = c:y+\/y2—i-7x2 =

dy —x y+\Vyr+a2? 1)z y
W Ty, S EVERE T =)+ VIT W > L=
y+Vy to z /@ z

In(u+vVu2+1)=In(cz) = ut+Vui+l=cr = Vy2+l=cr’—y

Respuesta:

a)y? —ax?=c

b) 22 + (y — ¢)? = ¢?
c) (y —a) = c(z +y)°

d) ViR +1l=ca®—y
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6. Ecuaciones diferenciales de n-ésimo orden

Ejercicio 6.1:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales utilizando su el polinomio caracteristico

a) yW+2y +y=0; b) y® -2y +17y® =0 5 ) ¥ -3y +3y —y=0

Solucion:

a)

-1+0 k2
-1-0 k2= -1

I
|
—_

P42k +1=0 ;sea k2=t = k=t = ?+4+2+1= = t=

P2k +1=(k+i)? = (k+0)%(k—i)?

Recordar que el orden de la ecuaciéon corresponde al niimero de soluciones linealmente independientes que
deberan aparecer, en este caso deberan ser cuatro.

y1 = €7 = cos(x) +isin(x) ; yo = e = cos(x) — isin(x)

En efecto y1 y y2 son soluciones de la ecuacién diferencial pero no son linealmente independientes, a partir de
ellas encontraremos las funciones que si son LI, valiendonos de sus diferentes combinaciones lineales.

y1 +y2 =2cos(z) ; y1 —y2 =i2sin(xr) = wu(x)=cos(z) ; v(r) =sin(z) asi y; =cos(x) y y2 = sin(z)

Se sigue que y3 = z cos(x) y y4 = xsin(x). Por ltimo si y1, y2, y3 y ¥4 son soluciones de la ecuacién diferencial,
cualquier combinacion lineal de ellas también es solucién, y es esta tltima la solucién mas general que se puede
reportar.

y = ¢} cos(x) + ¢y sin(z) + cyz cos(x) + cyz sin(z) = (c1x + ¢2) cos(x) + (c3x + ¢4) sin(x)

=2t 417k =0 = EBR*—26+17)=0 = E[(k— (1 +id)(k—(1—-144))] =0

0 2.0 2 (1+id)z

Ys =¢€
En cuanto a las dos ultimas soluciones, teniendo en cuenta lo aprendido en el ejercicio anterior

ys = Re{e! 7} — e cos(4z) ; ys = Im{e1 T} = ¥ sin(4x)

y = c1 + cax + c32? + c4e” cos(4x) + cxe” sin(4a)

E* =3k 4+3k—1=0 ; porruffini (k—1)>=0 = gy =" faltan dos soluciones
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Como y; = ce® es solucién, pero y, no puede ser multiplo de y;, entonces pienso y; como ys = v(x)e”, nuestro
objetivo ahora es encontrar esa v(x), si decimos que esta ys es solucién, entonces debe satisfacer la ecuacién

diferencial

Yo = ve”

vh= (0 +v)
yh = e (v + 20" +v)
yé// — eZ‘(,U/// + 31}// + 3,U/ +’U)

sustituyendo en la ecuacion

e“[(v" + 30" + 30" +v) + (=30 — 6V — 3v) + (3" +3v) —v] =0 =

las v que cumplen esto son

Asi tenemos las soluciones que faltan

x, M

eV""=0 = V"'=0 =

vi(z) = c1x + ¢
vo(x) = c31? + ey + 5

Yo = (c1z + e2)e” 5 y3 = (c32” + caw + c5)€”

Tomando la combinacion lineal de las tres soluciones encontradas y simplificando

y = a1e” + asxe® + azze®

Resulta entonces que las soluciones finales son y1 = e* ; yo = ze®
verificamos que sean linealmente independientes
Y1 Y2 Y3
w= |y,  yh Y| =267 #0

/! !

U1 Ya yé’

Las soluciones son LI.

Respuesta:

. y3 = x%e®, solo para estar seguros

a) y = ¢ cos(z) + ¢y sin(z) + chz cos(z) + cyxsin(x) = (c12 + c2) cos(z) + (c3x + c4) sin(x)

b) y = ¢1 + cox + 372 + c4e® cos(4x) + cxe® sin(4x)

c) y = a1€® + azwe® + azr’e”

tarea: y — 4y3) 4+ 14y — 204(M) 1 2540 =
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Ejercicio 6.2:

Encontrar la expresion genérica de la solucion particular para las siguientes ecuaciones diferenciales no ho-
mogéneas

a) 3 —by+6y= (22 +1)e” +xe* ; b) y" — 2y + 5y = ze® cos(2z) — e sin(2x) ;

3

¢) ' +4dy = x?e 3 sin(x) — wsin(2x)

Solucion:

a)

yn = 162 4 cpe®”

Iy =5y +6y=(2*+1)e" = vy, = (Az”+ Bz +C)e”
I y" =5y’ +6y=2*" = yp,1=(Da+E)e* = Dre* + = Y1 = (Dz” + Ex)e™

yp = (Az? 4+ Bz + c)e® + (Da” + Ex)e*”

yp = c1€” cos(2z) + cpe” sin(2z)

I y" =2y 45y =wze"cos(2x) = yp, = (Az + B)e” cos(2z) + (Cx + D)e” sin(2x)

ver ’Be$ cos(2x) ‘ y ’De‘” sin(2x) ‘

IT ' — 2y +5y = -2 sin(2z) = vy, = (Bx* + Fx + H)e” cos(2z) + (I2? + Ja + K)e” sin(22)

ver ’Hem cos(2x) ‘ y ’Kex sin(2x) ‘

yp = ve”[(Az® + Bx + O) cos(22) + (Dx* + Ex + F)sin(2z)]
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yp = ¢1 cos(2x) + co sin(2x)
I ' +4y =% sin(z) = yp, = (Az? + Bz + C)e ¥ cos(z) + (D2® + Ex + F)e " sin(x)

II oy +4y = —zsin(2z) = Yp,1 = (Gx + H) cos(2x) + (Iz + J) sin(2x)

’Jsin(Qa:) ‘ y ’Hcos(21:) ‘

Yp,1 = (Gx? + Hz) cos(2x) + (Ix? 4 Jx) sin(2x)

yp = (Az® + Bz + C)e 3 cos(x) + (Da? + Ex + F)e > sin(x) + (Ga? + Hz) cos(2z) + (Iz* + Jx) sin(2z)

Respuesta:
a) yp = (Az* + Bz + ¢)e” + (Da® + Ex)e*
b) y, = xe*[(Ax? + Bz + C) cos(2x) + (D2? + Ex + F)sin(2z))

) yp = (A2 + Bz + C)e 3% cos(z) + (Dx? + Ex + F)e 3% sin(x) + (Gz? + Hx) cos(2x) + (Ix? + Jx) sin(2z)
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Ejercicio 6.3:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales no homogéneas con coeficientes constantes por el método de
coeficientes indeterminados

a) ¥’ —2y +y =sin(z) +sinh(z) ; b) y”’ +y =sin’(z)

Solucion:

2)

T —T

Saber que y, = (c1 + cox)e” 5 y" =2y +y = sin(z) + % B 67
Iy =2y +y=si Iy oty =S I -2y —CC
Yy Y +y=sin(z) ; Yy vty=5o Yy yty=-—

Yp; = Acos(z) + Bsin(z) ; y,, = Bcos(x) — Asin(z) ; y, = —Bsin(z) — Acos(z)

tomando estos valores y sustituyendo en la ecuacién diferencial

24 =1 A=1/2

2Asin(x) — 2B cos(z) = sin(z) = 9B-0 = B0

= |yp = 5 cos(a)

17
mirar las soluciones que ya tiene la y;, antes de seleccionar estas, no pueden rpetirse

Yp,, = Ae® = yp,, = Aze” = ypH:szeQ” = yJ’DH:Aacex(ac—i—2) : y]’;II:Aex($2+4x+2)

1 z?
2Ae” = iex = A=1/4 = |yp, = Zex
111
Ypir = Be” 5 Yy, = —Be” 5y, = Be”
4Be =3¢ = B=-1/8 = |yp,,, =3¢
1 2 1 1 2 1
W= cos(x) + %e’” - ge*“’ = y=(c+cx)e’ + 3 cos(z) + %ex - ge*z
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1 1
.y 49y =sin?(z) = 373 cos(2x)

Saber que yp = c¢1 + coe™

1 1
I y”+y’:§ o IT y”+y’:—§cos(2x)

Ypy =A = y,, =Ar = y;I:A; yZ')'I:()

1
0+A=2 = A=1/2 = yplzg

Ypr = Acos(2z) + Bsin(2z) =y, = —2Asin(2z) +2Bcos(2x) = vy, = —4Acos(2z) — 4Bsin(2z)
1
(2B — 4A) cos(2x) + (—2A — 4B) sin(2z) = 3 cos(2z) =
—4 21 [A] _[-1/2
-2 —4| |B| 0

1 1 1 1
Yp = g + 0 cos(2z) — 20 sin(2r) = y=c +ce *+ g + 0 cos(2zx) — 20 sin(2x)

[g} - [_11//130] = | Ypir = % cos(2x) — % sin(2x)

Respuesta:
a) y = (c1 + caw)e® + %Cos(x) + %ex _ %e

b) y =c1 + coe™® + £ + 15 cos(2z) — 55 sin(2z)
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Ejercicio 6.4:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales mo homogéneas de coeficientes constantes por el método de
variacion de pardmetros

T

a) y' +4y =3csc(x) ; b) y”—2y’+y=€;

Solucion:

a)

Saber que yj, = c1 cos(2x) + cosin(2x) ; Y’ + 4y = —
sin(x)

Sea y, = ui(x) cos(2x) + ug(w)sin(2z) =y, = uj cos(2z) — 2uy sin(2x) + uy sin(2z) + 2ug cos(2z) ;

Yp = 2ugcos(2x) — 2ugsin(2x) + ) cos(2x) + uh sin(2z)

La tomamos como la verdadera y;, Asumimos que vale cero

u) cos(2x) + uhsin(2z) = 0| T

/ j—

Yy, = 2up cos(2x) — 2up sin(2x) =y, = —4u cos(2x) — dug sin(2x) — 2u) sin(2z) + 2uj cos(2x)

. . 1 . . . . . ,
Sustituimos y, y ¥, en la ecuacién diferencial original no homogénea y recordando que:

u} cos(2x) + uhsin(2z) = 0 tenemos

—2u} sin(2x) + 2uj cos(2z) = 3esc| IT

u) = —3 cse(x) sin(2z) = —3 cos(z)
Despejamos u} y uy de I 'y [T = ; integramos para encontrar u y us
uh = 3 cse(z) — 3sin(z)

up = —B/Cos(:v)dx = —3sin(x) + c3
3 . 3
uz =5 /csc dx — 3/s1n(x) =3 In|esc(x) — cot(x)| + 3cos(z) + ca

yp = (—=3sin(z) + c3) cos(2x) + <2 In | csc(x) — cot(z)| + 3cos(z) + C4> sin(2z)

Y=Yn+ Yp
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Saber que y, = (c1 + cax)e”

y;, = uie? + uge®

yp = ure” + ugze” = y;, = ure” + uge” + zuse” + uje” + uhre® =

uie” +ujre® =0| I

yp = uhe” +ure” + ube” + 2uge” + zrubhe” + ruge”

. s . . . . / /
Sustituyendo en la ecuacién diferencial original no homogenea, y recordando que uje® + usze” = 0 tenemos

T

ul’(x)e” + uh(1 + z)e” = Clr
x

er xe” uil [0 N UL =T o
e’ (1+xz)e”| |uy|  |e¥/x

ug = In x|+ c3

yp = —xe” + cue” + xeze” + xln|x)e”
Considerando los términos de la solucién encontrada que no se repiten en la solucién homogénea
yp=zInjzle® = y=yn+y
Respuesta:

a) y = c1 cos(2z) + cosin(2z) + 3sin®(z) + 3sin(z) cos?(z) + 2 sin(2z) In | ese(z) — cot(z)|

b) y = (c1 + cox)e® + xIn|z|e”®
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7. Ecuaciones diferenciales tipo Euler

Ejercicio 7.1:
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales no homogénea con coeficientes variables
a) 22y +4zy +2y =In(z) ; b) 23y" — 42y’ + 8zy/ — 8y = 4In(z) ;
o) 2%y® +52%y@ 4 4zyM 4290 =0 ; d) 1+2)%" —3(1+2)y +4y= (1 + )

Solucion:

2)

Solucién homogénea

Sea y=2" = ¢y =ra"t = "= r(r— 1)93T_2 ; sustiruyendo en la ecuacién diferencial homogénea

2 r(r—1)+4r+2]=0 = P +3r+2=0 = (r+1)Fr+2)=0 = y=cr '+’

Solucién particular: por variacién de pardmetros

/
yp = ur(z)r " Fug(x)z™? = y;:_m_w_i_(ul_|_u2> . Sea | Y2 _

/
Yp *% - % = Yy = QU—;’ + u—i — 2% — —g ; sustituyendo en la ecuacién diferencial no homogénea
2 x zt oz x
/ 2 / /
ol _ Lz 1/z* | [uy] [ O u) = In(x)
-2 r In(z)| 1T = [—1 —2/x| (uhy|  |In(z) = uy = —zxln(x)
up =z (In(z) — 1)+ cq 1/1 3
= y=In(z)—1+=(=—1 —1 AN
up = % (3 —In(z)) +c3 vp = In(z) 212 n(x) n(v7) 4
-1 -2 3
y=cz ' +cz "+ In(vz)— 1
b)

Soluciéon homogénea

y=z" = y=rz" ! = ' =r(r—1)2"2% = ' =r(r—1(r—-2)2"3

2 rr—1)(r—2)—4r(r—1)+8 -8 =0 = P -7?4+14r-8=0 = (r—1Dr—-2)(r—4)=0 =
4

Yp = C1T + CQI‘2 + c3x
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Solucién particular: por variacién de pardmetros

y}’O = uy + 2xug + 4x3us
Yp = UI1T + U21132 + U31:4

= Y, =ui + 2zuy + dadus + (zu) + 2?ub + 2tuf) =

zuf + zPub + :U4ug =0

yn = 2up + 122%u3

yg = Quy + 122°%u3 + v} + 2zub + 4x3ug = "

= Yy, = 24zuz + 2ufy + 12x2ug

uy + 2xub + 4x3ug =0 II

Sustituyendo
223ub 4+ 122°uy = 41n(z) | 11T

w = 413r;(2~’v) Uy = —4(11;’(;0)+1)
x x? xt u) 0 1 .
1 2z 423 | |uh| = 0 = uh = —lnz(f) = ug = % = yp=1In (\/§> ~3
0 223 1227 |uf 41n(z)

/ 21n(z) —41In(z)—1
U3 = 7555 U3 = To4ad

(r+2)(r*+1) =0 = r= |0+l

= y=cx 2+ cez’cos(11n(z)) 4 c32°sin(11In(x))
0—11

l+z=e ; t=In(1+z) ; y(=t) ; Y@ =eY{t) ; ¥'(2)=e 2@t -y 1)

e P (Y (t) — (1) = Be'e M (1) + dy(t) = ¥ = Y — 4y + 4y =€

Soluciéon homogénea

k2 —4k+4=0 = (k—2%=0 = yt)=ce® +ete®® = y(z)=ci(1+2)* + (1 +2)%In(1 + )

Soluciéon no homogénea: por coeficientes indeterminados

yp:Ae3t = y;:?)Ae?’t = yg:9A63t = A=1

yp=¢ = y=0+2)?° = y=c(l1+2)?+c2(l1+2)*In(1+z)+(1+z)?
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Respuesta:

a)y=ciz '+ 2+ In(ya) -3

b) y = c1z + cox? + c3z* +1n (%) -z

) y = c12 2 + ¢z cos(In(z)) + czsin(In(x))
d)y=c(1+2)?+c2(l+2)*In(l+2)+(1+2)3

Nota: si r es una raiz real de la ecuacién caracteristica, con grado de multiplicidad m (es decir, cuantas veces
se repite), a ella le corresponden m soluciones linealmente independientes, de la forma

2

Y1 = x" y Y2 = z" IH(LU) y Y3 = x" ln(x) y T s Ym = z" ln(x)mil

Si a+ if es un par de raices complejas de grado m de multiplicidad, a ellas les corresponderdan 2m soluciones
linealmente independientes de la forma

y1 = z%cos(Bln(z)) , y2 = z%sin(Bln(z)) ,

y3 = z%In(x) cos(B1In(x)) , ys4 = 2%In(z)sin(S1In(x))

Yom—1 = 2% In(x)™ Lcos(BIn(z)) , yom = 2% In(x)™ Lsin(B1n(x))
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8. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

La apariencia general de los sistemas es la siguiente ¥ = AZ+g(t). Donde & es un vector n x 1 que contiene todas
las variables del sistema a estudiar y §(t) es otro vector n x 1 que contiene los términos forzantes del sistema,
la matriz A de n x n términos es la que se encarga de relacionar todas las variables del sistema (x1,x2, -+ ,xy)
contenidas en el vector Z, para nuestros fines la matriz A serd siempre constante, esto quiere decir que los
sistemas de ecuaciones a resolver bien pueden modelar sistemas fisicos lineales.

:U’l ail ai2 ce Aln x1 fl (t)

! asi  azx - as T2 fa(t)
F=AT+gt) = | =1 _ A I I

l’{n anl an2 te Ann Tn fn(t)

Si g(t) = 0 tenemos un sistema homogéneo con una solucién homogénea, si g(t) # 0 tenemos un sistema no
homogéneo con una solucién homogénea y una particular.

Las soluciones vienen expresadas de la siguiente forma

r= lel(t) + szg(t) + -+ Cnfn +171(t) + 172(75) +---+ Un(t)

TV
Solucién homogénea Solucién no homogénea

Una ecuacion diferencial de orden n, lineal, de coeficientes constantes puede reescribirse como un sistema de
ecuaciones diferenciales lineal con una matriz A de n xn términos. A continuacién un ejemplo para una ecuacién
de cuarto orden, ignore los signos de los coeficientes y su orden, fueron seleccionados solo por la estética del
resultado final. Tanto y como los x; son funciones de t.

= =
_ (2 1 . (3)
T3 =y = y®) = 2, = 4
Ty = 9(3)

Sustituyendo los primeros cambios en [

xy —dvy — cx3 —bro —axy = f(t) = |2 = axy + bro + crs+dvy + f(1)

Ya tenemos el sistema, falta expresarlo apropiadamente

) =0-214+1-29040-23+0 24

;1;’2:01‘1+O.TC2+1$3+0$4

3=0-214+0-22+0-23+1-24
xil:a-xl+b‘x2+0'$3+d'$4+f(t)

QO OO
O O =
o O = O
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Ejercicio 8.1

Resolver en su totalidad los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

o
S~—
L
Il
|
[a—y
—
| E—
ST
o
SN—
13
Il
o
311
b
Il
W N =
—
|
S
o
S~—
8y
Il
|
w
[\
—_
ST
8y
—
o
SN—
| — |
—_
—_

Solucion:

a)

Suponemos una solucién de la forma # = @™ = & = re"'d, sustituyendo en la ecuacién (sistema) tenemos
re"'d = Ade™ ; €"#£0 = Ad—-rd=0 = (A-—rl)d=0. Este sistema tiene solucién si |[A —rI| =0

—1—- 1
0 —1-7

Sear=—1

0 1 al R CLQ:O‘ o o 1 H_,tl
[O O] [GQ]O = G ER Sea a1 =1 = G[O] = |TF1=c¢ [O}

Esta es la primera solucién, la segunda debemos plantearla (suponer que es) de la forma ¥ = (@ + tg)e_t,

entonces 7 = (5 —th— @)e~t sustituyendo y simplificando en el sistema

Ai+da=5b (A—(-DDa=b 1
b—tb—d=Ad+tAb = =
Ab+b=0 (A—(-1)Db=0 1II
De I tenemos el resultado de que b es autovector de Asi A= —1 = b= [(ﬂ, entonces regresando a I con

esta informacion nos queda el siguiente sistema de ecuaciones
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(A=ADZ=0; [A=X|=0 = M -324+7TA-5=0 = A-1)A\—-(1+i2)=0

Sea A =1
0 0 0 . z=h
2 0 =21a=0; fi=fo = fi=hH/2 = fo=-83f+f = fo=f/2 =
32 0 fa=f3
al—CLg:O
1 0 -1 oy 2 2
0 1 3/2|d=0 =  ax+3a3=0 Uy = a= |3 = |fi=et |3
0 0 0 4= 2 2
a3 €R Sea ag =2
Sea A =1—12
12 0 0 1 0 0 b1 =0
2 2 -21b=0 = |0 1 i|b=0 = by + b3 = 0 =
2 2 12 0 0 0 b3 €R Sea bg3=—-1 = by=1
0 0 0 B .
b=|i|=|0|+i|l]| =b +ib; =
1 -1 0
z, = be(l=2)1 = <5T+zg) ele™ = ¢! [(l_); cos(2t) + b; Sin(2t)) +i (l_); cos(2t) — by sin(2t)>_
0 0 0 0 ]
Ty = Re{i,} = €' 0 + |sin(2t) ;| T3 =Im{Z,} =e' | |cos(2t)| + 0
— cos(2t) 0 0 sin(2t) |
2 0 0
T =cie' |=3| +cael | sin(2t) | + cze’ |cos(2t)
2 —cos(2t) sin(2t)
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8

o2t [cos(t) + sin(t)
1

o } b [Sin(t) — cos(t)]

sin(t)

oot [Jrar[g]-[3] - 777

P —2cos(t) — 2sin(t) — 3sin(t) + 3 cos(t) Y cos(t) — 5sin(t)
—2cos(t) — 3sin(t) —2cos(t) — 3sin(t)

Respuesta:

a) T=cre ! [é] + coet t]

[ 2 0 0
b) T =cre! | 3| + coe! | sin(2t) | + cze! |cos(2t)
2 | — cos(2t) sin(2t)

_ot [ cos(t) — 5sin(t) ]
| —2cos(t) — 3sin(t)

tarea:

[—3 0 1
Respuesta: ¥ = cre | 4 ] —|—0262t { 1 ] + 03th { t ]
1

2 - —t+1
-3 0 2

by =1 -1 o|z;
2 -1 0

2 —V/2sin(v/2t) V2 cos(v/2t)
Respuesta: & = cje” 2 [2] + cpe™t { cos(v/2t) ] + cze? { sin(v/2t) ]
1 — cos(V/2t) — v/2sin(v/2t) V2 cos(v/2t) — sin(v/2t)
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Ejercicio 8.2:

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneos
|3 1, [—2e*] L, |1 3] . et
a) I = [_1 1 T+ o2t ;b)) &= /3 4 T+ Vet
Solucién:
a)

Solucién homogénea: ¥ = A¥ 1

A= N[=0 = ‘3__1A 1iA‘_o = N-4A+4=0 = (A-2?7=0
Sea A =2
ap = —a2 as =1
1 1. = 1 1| |aqy - . -1
1 71a:0:>0 Oa:0:> = :>a:1
2 as € R a; = —1
-1
5 9t
o[
fgz<b+t5) et = _'2:562’5+7507921t = 55'/2:2562t+562t+2t6'62t ;oen I
) ) %+ 2= Ab (A=20)b=2¢
(2b+8+2t5> e2t:A<b+tE> 2 = -
2tC = Atc (A—2])E’:6 < ¢ es autovector de A si A =2

=[] = oo [ 2JRE] - B4R -
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Solucién no homogénea &' = A% + §(t)

_ et et + 1)) L . ) o
Matriz fundamental (t) = o2t 12t ; (t) tiene inversa si [Y(t)| #0 ; |Y(t)| =€ =

O e it I e A I O O

t2 oF 262t
t— —ote — g]

[ew-awia=]""2] = wo [ w-1<t>-§<t>dt=[tezt+t2ezt

2

Tp = et _12] + e [_1/ 2]

7= cre? hl} + coe? <[_01 +1 [_11D + et {_12] + et? [_11/22]

b)
- 2 o | 1 -1 Ve~ je
L I R B | R R R WA v
L 1 [V3et 4 /3e3t o —VB -t _ V3,3t
1 — 1 = |4 12
Y- gl(t) 1 [ 3t _ 3t = /1[’ (t)dt %6315 _% t
wlt) [ gt = |, 50 it R PR b B
R e IR N & & A
= 2t 3 -2t [ 1 ] —t _1] t [ -2/3 ]
T =ce {q + coe te +e
Respuesta:

a) & = cre [_11] + coe?t ([_01} +t th T et [_12] + et [_11/2 2]

e

Tarea:
% +2y+4z=¢€" y = c1e®V? + cpe™V2 + ey cos(z) + cysin(x) + e — 2z
;  Respuesta:
% —y—3z=—x 2= —c1e"V2 — ¢y V2 — G cos(x) — Ssin(z) — Le 4
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